Fluxo através de uma superficie (orientavel)

Definicio: Seja S C R? uma superficie, isto é, uma variedade
de dimensao 2. Diz-se que S é uma superficie orientavel
se existir um campo vetorial continuo v : S — R? tal que em
cada ponto p € S o vetor v(x) é unitario e normal a S.
Quando tal é verificado, existem duas alternativas para esse
campo, £v, e cada uma delas diz-se que define uma
orientacao de S (das duas possiveis).

Esta definicio é generalizavel a qualquer variedade M C R",
de dimensdo n — 1 (designa-se por hipersuperficie).

Orientavel vs Nao-orientavel



Definicdo: Seja S C R", uma hipersuperfice (variedade de
dimensdo n — 1) orientavel. Seja v : S — R" a escolha de uma
das duas possiveis orientacoes de S e seja F : S — R" um
campo vetorial continuo definido em S. Designa-se por fluxo
de F através de S na orientacao dada por v o integral

/F-VdS.
S

Se S for parametrizada por ¢ : 2 C R*~! — R" este integral
é dado pela férmula

/Q F(g(w) - v(g(u))(det Dg(w)” Dg(w))du.

Proposicio: Seja S C R® uma superficie, ou seja, uma
variedade de dimensao 2, orientavel, parametrizada
(globalmente) por g : Q C R* — R%, e seja F: S — R um
campo vetorial continuo sobre a superficie. Entado, o fluxo de
F através de S é dado por

dg 99
:t/ng(g(u,v)) : <8u X (%) du dv,

com a escolha do sinal &= de acordo com a orientacao
escolhida para a superficie.




Divergéncia

Definicdo: Seja {2 C R" um conjunto aberto e
F:QCR"—=R" F=(F,F,...,F,), um campo vetorial
de classe pelo menos C'(£). Designa-se por divergéncia de
F, e representa-se por divF ou V - F, o operador diferencial
que transforma o campo vetorial F num campo escalar, dado
por

0F, OF; 0F,
e e
8331 85132 &Un
Diz-se que um campo vetorial F é solenoidal ou
incompressivel se tem divergéncia nula,

divF =

divF = 0.




Propriedades: Seja {2 C R" um conjunto aberto,
F,G:Q C R"” — R" campos vetoriais de classe C(2),
f:Q CR"— R um campo escalar de classe C*(2) e
a, B € R constantes arbitrarias.

Entao tem-se:

1) divF = tr DF (traco da matriz jacobiana de F).
i) divx = div(xy, x9, ..., 2,) = n.
i) div (aF + 8G) = adivF + §div G (linearidade).
iv) div (fF) = fdivF+Vf- F.

)

v) divVf =Af,
em que Af é o chamado laplaciano de f dado por
0°f O*f 0° f
Af =Vf = .
J=Vi 3x%+8:€%+ +8a77%




Rotacional (em IR)

Definicio: Seja 2 C R? um conjunto aberto e
F:QCR®— R? F = (F, I, F3), um campo vetorial de
classe pelo menos C'!((2). Designa-se por rotacional de F, e
representa-se por rot F ou V X F, o operador diferencial que
transforma o campo vetorial F num campo vetorial, dado por

oFy 0F, OFy 0F; 0Fy OF
oy 0z 0z Ox dx Oy
€1 €2 €3

9 9 0
| dxr 0Oy Oz

Fy Fy F3

rotF =V xF = (

Diz-se que um campo vetorial F é irrotacional se tem

rotacional nulo,
rot FF = 0.




Propriedades: Seja €2 C R? um conjunto aberto,
F,G:Q C R® — R’ campos vetoriais de classe C*(f2),
f:Q CR*— R um campo escalar de classe C*(12) e
a, B € R constantes arbitrarias.

Entao tem-se:

i) rot (oF + 6G) = arot F 4+ Brot G (linearidade).

i) rot (fF) = frotF+Vf xF.

i) rot(V f) = 0.
)

1\,

div(rot F) = 0.




Teorema da Divergéncia

(ou de Gauss-Ostrogradsky)

Teorema: Seja 2 C R" um conjunto aberto e limitado, com
uma fronteira 0S) seccionalmente constituida por uma
variedade diferencidvel de dimensdo n — 1 (variedade com
cantos).

Seja F: QCR"—+R" F=(F,F,...,F,), um campo
vetorial de classe pelo menos C'. Entdo, tem-se

/diVFan:/ F.-vdV, |,
Q of)

em que v é a normal unitaria exterior a fronteira de ().
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